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Controle continu du 29 mars 2017

Mécanique générale

Durée : 2 heures

Les cours et les TD ne sont pas autorisés, les calculatrices sont interdites.

On note Rg = (O; ¥y%oZo) un repere orthonormé direct lié & un bati (B). L’axe OZ, est
vertical ascendant. On veut étudier dans Ry le mouvement d'un systeme (X) constitué d’une
tige (7'), un cercle (C) et un point matériel (M) (voir la figure):

e (T) est une tige rectiligne homogene AB de longueur [, de section et de masse négligeables.

On pose AB = lu. Elle est articulée au bati (B) par une liaison rotoide parfaite d’axe
Oz, de facon que 2z - 4 = 0.

e (C) est un cercle homogene de centre GG, de masse m et de rayon r. On définit un repere
orthonormé direct 1ié au cercle R = (G;uvZ) de fagon que ¥ est dans le plan du cercle.

(C) est articulé sur (7) par une liaison rotoide parfaite d’axe BG = ru

e Le point matériel (M) glisse sans frottement sur le cercle et sa position est mesurée par
un angle ¢ par rapport a ’axe .

Afin de repérer la position du systeme, on utilise les angles d’Euler classiques 1, 6, ¢:
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Y = (Zy, W) mesuré autour de Z.

)

0 = (2p, Z) mesuré autour de .
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¢ = (4, GM) mesuré autour de Zz.
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1. Rappeler la définition des angles d’Euler et donner le vecteur rotation de R dans son
mouvement par rapport a Ry.

2. Calculer la dérivée par rapport au temps des vecteurs unitaires de la base du repere R
dans son mouvement par rapport a Ry.

3. Exprimer le vecteur position O@ et calculer la vitesse U(G/Ry) de G par rapport a Ry.
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10.
11.

12.

Calculer la vitesse (M /Ry) du point matériel (M) par la dérivée du vecteur position ou
par la composition des mouvements.

I
Montrer que les projections de U(G/Ry) et U(M/Ry) dans la direction GM sont égaux.
Dans la suite de ’exercice on enléve le point matériel (M).

Donner dans le repere (@, v, 2) le tenseur d’inertie en G du cercle.

Déterminer le moment cinétique en GG du cercle dans son mouvement par rapport a Ry.

. En déduire le moment cinétique de 3 en A par rapport R.

Déterminer 1’énergie cinétique de (C') dans son mouvement par rapport a Ry.
Faire un bilan des efforts exercés sur X et sur la tige.

En appliquant le théoreme du moment cinétique a la tige, montrer que la composante @
du moment en A des actions de liaison sur la tige est nul.

Déduire des questions précédantes deux équations différentielles satisfaites par 1(t) et
(t), ne faisant pas intervenir les inconnues de liaisons.
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Correction:

1. Définition des angles d’Euler (voir cours ou formulaire).
Le vecteur rotation:

Q(R/Ro) = th7o + 0t = 0t + ) sin 07 + 1) cos 02
A\ pas de ¢ car c’est R/Ry, non pas (Z7Z)/Re.
2. La dérivée des vecteurs unitaires de la base du repere R/Ry:
y = Q(R/Ro) Nl = @Dvl Y cos U — ¢ sin 67

7=Q(R/Ro) AT = —@ZJCOSQU +0z
7= Q(R/Ro) A Z = ¢ sin 0 — 07

= Il est plus simple de calculer les produits vectoriels par sa définition géométrique:

module: ||@ A b]| = absin(@ A b), direction : régle de la main droite.
3. 0C = OA + (I +7r)u. OA étant constant, la vitesse de G-
T(G/Ro) = (14 )i = (I + r)ty, = (I + r)ip(cos 07 — sin 0Z)
= Le point G fait un mouvement circulaire autour de 1z, de rayon [+ r).
4. Deux méthodes pour calculer la vitesse:

o dérivée directe: OM = OC + oM. A Q(R/Ro) # Q((““Z /Ro)

o

= U(G/Ro) +r [0 sin ¢Z 4 ¢ (— sin 0 cos ¢z + cos 0Ff) + oif

F(M/Ra) = W(G/Ro) +r [ (

e composition des mouvements:
vitesse d’entrainement: U.,; = U(G/Ro) + rQ(R/Ro) N T

vitesse relative: U, = ‘fl—f| .

Donc on trouve le méme résultat.

5. 1l suffit de montrer que [0(M/Ry) — (G /Ry)]-& = 0. En fait, dans la question précédente
on a montré ‘
F(M/Ro) = 5(G/Ro) + r(R/Ro) AT + b7
Il est évident que les deux derniers termes sont perpendiculaires a Z. Donc
U(M/Ry) -7 =U(G/Rp) - £ =10

6. Le tenseur d’inertie du cercle en G :

%mrQ 0 0
Ta = 0 smr? 0
0 mr?

Guvz

= Toute la masse a une distance r par rapport a I'axe GZ, donc I, = mr?, Puis selon
le théoreme de Huygens I, = Ig, + Igy, ainsi on trouve Ig, = Igy = émr2

A Aucun moment d’inertie n’est nul car la masse n’est pas sur un axe!
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7. Le moment cinétique en G:

) amr? 00 6
d(C/Ro)e =Ta - UR/Ry) = 0 %mrQ 0 Y siné
0 0 mr? ).\ v¥cosh .

d’out
1 . .
d(C/Ro)g = §mr2 |00 + 1 (sin 00 + 2 cos 672)]

A\ Tei, T - (R/Ro)Te et §(R/Ryg) doivent étre exprimés dans la méme base, sinon le
produit n’a pas de sens.

8. Le moment cinétique en A:
On sait 7 = (I + )7, et AC = (I + 7).

F(C/Ro)a = F(C/Ro)e + (A, G(m)) = 3(C/Ro) +mAG AT

7
1 . . .
§mr2[917 + 1(sin 00 + 2 cos 02)] + m(l + )%z

Il est aussi possible de calculer ¢/(C'/R)4 par le tenseur d’inertie en A:

%mrz 0 0
Ta = 0 smri4+m(l+r)? 0
0 0 mr* +m(l+71)?* )

—

La formule 6(C'/Ro)a = Ta - Q(R/Ry) donne le méme résultat.

9. L’énergie cinétique :
2T = UR/Ro) - Te: - UR/Ro) + mv*(G/Re) = %[9’2 + (1 + 3cos? 0)] + m(l + 1) %)?

10. Bilan des efforts appliqués a >:

e La pesanteur du cercle en G:

—mgz
7p N ( 0 0 )
G

e La liaison rotoide d’axe zj sur la tige:

%
avec My - Zp =0
Bilan des efforts appliqués a la tige:

e La liaison rotoide d’axe Z sur la tige: idem
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11.

12.

e La liaison rotoide d’axe Gu du cercle sur la tige:

727—>T =

Fe
Me

B
%
avec Mg -u =0
Le moment résultant en B des efforts extérieurs exercés sur ¥ en B:
— = - =
Mp=Mrpr+ Rr Nlu+ Mc
La masse de la tige étant négligeable, son moment dynamique est nul. L’application du
tE)éoréme cinétique (théoremes généraux) a la tige implique donc Mp = 0. Sachant que
Mc-id=0et (Rp ANld)-u =0 on en déduit que My -4 = 0.

Le moment dynamique et les moments des tous les efforts extérieurs foivent faire
référence au méme point. Ici en B et la question 12 en A.

Application du théoreme du moment cinétique a > en A:
ﬁ
§(X/Ro)a =My
alors A est un point fixe, donc

(s /Ro) = L)

Pour simplifier le calcul, on réécrit & 4:
1 . . .
Oa= EmTQ[Qﬁ +(cos 07 + Zp)] + m(l + r)*VZ

On a donc

-

o = EmTQ[Qﬁ +9(cos 07 + Zy) + 0t + (=0 sin 07 + cos 02 +m(l + r)*z

= §mr2[(9 + 9% sin 6 cos 0) @ — 0 (1 4 cos 0)v + 17y + (¢ cos O — 1pfsin §)Z]

+ m(l+ 7))z
On peut aussi calculer § avec la formule suivante en écrivant 2o = sin 60U + sin 02" dans
I’expression de 4 trouvé dans la question 8:

. o(C/Ro)a| _ o(C/Ro)a

5(Z/R0)A = dt dt R+Q(R/R0)/\OA

Ro
Selon les résultats des questions précédentes, on a
Sp-ii= My i=0
Sachant que zy -4 =0 et -« = 0, on en déduit de Sa- =0
0 + 1 sinf cosf = 0
Aussi on sait
Sa-Zo=Ma-7=0
et 72y =cosl, U-Zy =sinb, 4 - zy = 0, on déduit de Sa - Zo:

2(1 + 1) + 12[(1 4 cos? 0)Y — 04 sin O(1 + 2 cos 0)] = 0



