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Formulaire du cours

1. Changement de repére, dérivation
e Soit X un vecteur mobile dans un repére R, lui-méme mobile par rapport & un autre repére Ry :

1%
dt

_dX

QR/Ry) A X
7 + Q(R/Ro)

R

Ro

e Soit R un repére fixe, R un repére mobile et M un point quelconque.
— Formule de composition des vitesses :

———
Vitesse absolue  Vitesse relative Vitesse d’entrainement

V(M/Ro) = V(M/R) +  V(M,R/R)
—— S——

' 7(M, R/Ro) = V(0/Ro) + H(R/Ro) A OM

ou O est Porigine de R
— Formule de composition des accélérations :

[(M/Ry) = TL(M/R)
SN—— S——
acceél. abs. acceél. rel.
_, dQ s . .
+ T(O/Ry) + (Rdt/Ro) ANOM 4+ Q(R/Ro) A |2AR/Ro) NOM
Ro

-—
accélération d’entrainement

+ 20(R/Ro) AV (M/R)

accélération de Coriolis

e Définition des angles d’Euler :

z . 0 U i U U . z
%) rotationvy | ~ | rotation 6 | - | rotation ¢ [
Yo do 7 U1 U1 do @ v v do 7 Yy
Z autour de 2y Z Z autour de u 3 7 autour de 2 P4

La vitesse de rotation :

QA(R/Ro) = 7+ 0+ ¢pZ = 0 + hsin 07 + (¢ cos O + $)Z
= (Bcostp + psinfsin )Ty + (fsinth — ¢ sin b cos 1) go + (¢ cos b + )2
= (Bcos¢ + Ysinfsin ¢)T — (O sin ¢ — ¥sinf cos @) + (¢ cos b + ¢)Z



2. Torseur
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e Un torseur permet de représenter un champ de vecteurs sur un solide (S) :

R
%

A

T(A,S) =

A

= —
R est la résultante du torseur et M4 son moment en A. Le moment d’un torseur se transforme
suivant la loi :

/ﬁB:mA+EAE donc

e Le torseur cinématique d’un solide S est :

(ﬂB—/ﬁA)-@:O

.

ot 3(S/Ry) est la vitesse de rotation de S par rapport & Rg et V(A4/Ry) la vitesse d’un point
A de S rapport a Ro.

G(S/Ro)
V(A7 S/RO)

3. Modélisation des efforts

e Soit 57 et So deux solides en contact au point I. On appelle vitesse de glissement au point I de
S1 par rapport S :
V(I,581/52)=V({IeS/R)—-V(IeS/R)

Il y a roulement sans glissement de S sur S si la vitesse de glissement est nulle.
e Le contact ponctuel en un point A est représenté par le torseur :

H
0 A
Si le contact se fait sans frottement alors :
R-V(I,5,/85) =0
e Une liaison entre S7 et Sy est sans frottement, si dans tout mouvement compatible avec la liaison :
P(S1 > 5)=0 ou P(S1— S2)+P(S2—51)=0

En particulier :

liaison sphérique | liaison rotoide | liaison verrou | liaison glissiére d’axe OZ
de centre O d’axe OZ2 d’axe OZ2 d’axe OZ2
Fé:ch ﬁ:ch R-7=0 R-Z=
— > — — —
Mo =0 Mop-Z=0 Mop-Z=0 Mo : qeq
4. Cinétique
Soit G le centre d’inertie d'un solide S de masse m.
e Tenseur d’inertie :
[+ 2%)dm  — [xydm — [xzdm
J(A,8) = — [aydm  [(2*+22)dm - [yzdm
— [@zdm — [yzdm  [(z%+ y*)dm

Dans le repére principal d’inertie (repére respectant les symétries matérielles du solide), le tenseur

est représenté par une matrice diagonale.
Théoréme de Kcenig :

3(0,8) = 3(G, S) + 3(0, G(m))
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e Torseur cinétique :

[ ]

ou (A, S/Ry) est le moment cinétique au point A du solide S dans son mouvement par rapport
au repere Rg.
Théoréme de Kceenig (A est un point quelconque)

7(A,S/Ro) = (G, S/Ro) +mAC AV(G/Ro)
Si le systéme se réduit a un point P :
(A, P/Ro) = mAP A V/(P/Ry)
Si le point A est fixe ou le centre d’inertie G :
F(A,S/Ro) =T(A,8)-Q(S/Ro)  ou &G, S/Ro) =73(G,5S)-Q(S/Ro)

e Torseur dynamique :

mI(G/Ro) ]

5(A, 5/Ro)
avec :
N dd(A,S/R - .
54, 5/Ry) = TASIRD| 4 (a/R) A V(G /Ro)
Ro
Si le point A est fixe :
> dé(A,S/R
(A, 5/Ry) = 22U/ R0) dt/ 2
Ro
Au point G :
> dé(G,S/R
5(G,S/Ro) = (dt/O)
Ro

5. Lois fondamentales de la dynamique

e Principe fondamental de la dynamique :
torseur dynamique = torseur des efforts extérieurs
e Théoréme du centre d’inertie (ou du centre de masse) :
T(G/Ro) =Y Feat
e Théoréme du moment cinétique :
5(A,S/Ro) =S My (A)
e Loi de 'action et de la réaction. Soit deux systéme 3 et 3o, alors :

{21 — ZQ} = — {22 — 21}
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6. Aspects énergétiques
e Energie cinétique :
27(S/Ro) = (S/Ro) - 3(G. ) - €4S/ Ra) + mV*(G/Ra)
Si le systeéme se réduit & un point :
2T(S/Ro) = mV2(G/Ro)
Si le point O appartenant & S est fixe :
2T(S/Ro) = (1(S/Ro) - 3(0, 5) - A(S/Ro)

e Puissance d’une force agissant en A sur le solide S :

R Q(S/Ro) I — =
P=| = - =R -V(A/Ro) + M4 -QS/R
Ma V(A,5/Ro) |, (4/Ro) 4~ S5/ Ro)
e Théoréme de I’énergie cinétique d’un systéme X :
dI'(3/R
Si toutes les forces dérivent d’une fonction scalaire U, c’est & dire si :
dU
Pe + Pz - *E
alors le théoréme de I’énergie cinétique se rameéne & l'intégrale premiére de ’énergie cinétique :
T + U = cste
7. Equations de Lagrange
Soit @; la force généralisée conjuguée des coordonées généralisées ¢; (i = 1,2,--- ,n) et T P'énergie
cinétique du systéme de n libertés, les équations de Lagrange du systéme s’écrivent comme
d (0T or 0
dt \ 0¢; Jq; o

La puissance virtuelle :
P =[FV7] = XQig;

Théoréme de I’énergie cinétique :

d = oT
S T = G — —
dt( b —Tp) ; Qi T
S’il existe une fonction V(q1, g2, - , qn;t) telle que
v oT
o ; Qid; E

on aura l'intégrale premiére dite intégrale de Painleveé !
T2 — T() =V + Cte

o Y. | Qig; est la puissance totale du systéme.

1. Ty indique la partie de I'énergie cinétique en fonction de ¢; de degré i. To = 2 >0, >0 @ijqids, Ty = I3 bidi
et To =C.



